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Intro. al Calculo

Introduccion

Los axiomas de orden constituyen la base formal que nos permite comparar nimeros
reales y establecer cuando uno es mayor o menor que otro. El sistema de ntimeros reales
disfruta de una estructura de orden que va mas alld de la simple intuicién: la sensacion
de que algunos nimeros son “mas grandes” que otros o que estan mas a la “derecha” en
la recta real puede axiomatizarse y reducirse a un pequeno conjunto de reglas fundamen-
tales. En este capitulo estudiaremos dichos axiomas, sus consecuencias més importantes
y aprenderemos a usarlos para demostrar desigualdades con rigor matematico.

Objetivos:

» Comprender el enunciado y la interpretacién de los cuatro axiomas de orden de los
nimeros reales.

» Conocer el conjunto R™ y su propiedad de cerradura bajo suma y multiplicacion.
= Aplicar los axiomas de orden para demostrar desigualdades y teoremas elementales.

= Practicar técnicas de demostracion: por casos, por contradiccion y construccién
directa.



1 Los Axiomas de Orden

El sistema de ntimeros reales R es un cuerpo ordenado. Parte de nuestra imagen ha-
bitual de los reales es la sensacién de que algunos niimeros son “mas grandes” que otros,
0 que estan mas a la “derecha” que otros en la recta real. Expresamos esto usando des-
igualdades a < b 0 a < b. Esta estructura puede axiomatizarse y reducirse a un pequeno
conjunto de reglas.

El sistema de numeros reales satisface los siguientes cuatro axiomas de orden. Aqui
a < b es una declaracion que es verdadera o falsa.

1.1 Los Cuatro Axiomas

O1 — Tricotomia: Para cualesquiera a, b € R, se cumple una y solo una de las siguientes
tres condiciones:
a=2", a < b, b < a.
02 — Transitividad: Si @=<b y b'<e, entonces a=ve
O3 — Suma: Si @<b, entonces @ e<b=e para todo ¢ € R.
04 — Producto: Si @by @10, entonces @ue<ibe.

Estos cuatro axiomas son los pilares sobre los que se construye toda la teoria de desigual-
dades en los nimeros reales. A partir de ellos se pueden deducir todas las propiedades de
orden que utilizamos cotidianamente.



1.2 El Conjunto R™ y su Cerradura

Al conjunto de los niimeros reales que son mayores que 0 lo denotaremos por R y serd
llamado el conjunto-de los:mimeros reales positives: En simbolos:

Rt ={z eR |z > 0}.

Una propiedad fundamental de este conjunto es que es eerrado bajolasumay el producto,
lo que significa que al operar dos elementos positivos el resultado sigue siendo positivo.
Esto se enuncia formalmente como sigue.

Teorema (R es cerrado): Sean a,b € RT. Entonces:
1. a+beR".
2. a-beRT.

Demostracion:

Inciso 1. Si a,b € R* entonces a > 0y b > 0. Usando el axioma O3 tenemos:
a>0 = a+b>0+b = a+b>0b.

Como a+b > by b > 0, usando el axioma de transitividad (O2) concluimos que a+b > 0,
es decir, a +b € R*.

Inciso 2. Sia € RT entonces a > 0 y por el axioma O4, como b > 0, entonces:

a-b>0-b <= a-b>0 < a-beR". O
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1.3 Equivalencia con R

Una observacién importante es que la relacién de orden < puede expresarse completamente
en términos del conjunto R*. En efecto, si a < b, sumando —a a ambos lados por el axioma
O3 obtenemos:

a<b = a—a<b—a << 0<b—a < b—acR".

Hemos obtenido asi la siguiente equivalencia fundamental:

a<b < b—acR"

Esta equivalencia resulta muy t1til en demostraciones, pues convierte un enunciado sobre
desigualdades en un enunciado sobre positividad, lo que nos permite aprovechar directa-
mente la cerradura de R™.



2 Desigualdad <: Definicién

A partir de la relacién estricta < podemos definir la desigualdad no estricta de manera
natural.

Definicion:
1. Decimos que @ es menor o igual que b, y lo escribimos a<th, si@<b o a=1:

2. De manera similar, decimos que@ es mayor origual'qued, y lo escribimos @>d;
sie>doe=d.

3. Asi, i@ significa lo mismo que @<b.

Por ejemplo, la afirmacion x < 4 es verdadera si x = 3, pero falsa si x = 4; mientras que
la afirmacion z < 4 es verdadera tanto si £ = 3 como si z = 4.



3 Teoremas Derivados de los Axiomas

3.1 Cuadrados y Signos

El primer teorema importante que se puede demostrar a partir de los axiomas de orden
establece que el cuadrado de cualquier nimero real es siempre no negativo.

Teorema: Para todo@&R se cumple que @310

Demostracion: Por el axioma de tricotomia separamos la demostracion en tres casos.
Caso 1: a > 0. Como R* es cerrado bajo el producto, entonces a - a > 0, es decir, a®> > 0.
Caso 2: a = 0. Entonces a® = 0, lo que implica que a? > 0.

Caso 3: a < 0. Entonces —a > 0 y como R™ es cerrado bajo el producto, entonces:
(—a)-(—a) >0 < a*>>0.

En todos los casos se cumple a? > 0. O
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3.2 Signo del Opuesto e Inverso

Teorema: Sean a € R. Entonces:
1. Sia > 0, entonces —a < 0.

2. Sia <0, entonces —a > 0.

" 3. Sia>0, entonces a* > 0.
4. Si a < 0, entonces a~! < 0.

Demostracién del inciso 3: Por contradiccién, supongamos que a~! < 0. Por el teorema
anterior sabemos que a? > 0 si a # 0. Entonces:

- a7 l<0 < a<D0.

Lo cual es una contradiccién con la hipétesis(a > Ol 0



3.3 Multiplicacion de una Desigualdad

Teorema (Multiplicacién de una desigualdad): Suponga que a < b. Entonces:
1. Si ¢ > 0, entonces ac < be.
2. Sic <0, entonces ac@bc.

El primer inciso es consecuencia directa del axioma ‘04& El segundo inciso se deduce a
partir de los axiomas de orden: si ¢ < 0, entonces —c¢ > 0, y por O4 se tiene a(—c) < b(—c),
es decir —ac < —bc, lo que por O3 implica ac > be.

Observacién importante: Al multiplicar ambos lados de una desigualdad por un niime-
ro negativo, el sentido de la desigualdad se invierte. Este hecho es fundamental y debe
tenerse siempre presente al manipular inecuaciones.
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4 Ejemplos y Demostraciones

Ejemplo 1
Usando los axiomas de orden, pruebe que ad +bc < ac+bd sia < by c <d.

Solucién: Sia < by ¢ < dentonces b—a € Rt yd—c e R*. Como Rt es cerrado por
multiplicacion, se sigue que:

(b—a)(d—c) eRY < (b—a)(d—c)>0.
Desarrollando los productos obtenemos:

bd —bc —ad +ac >0 < ac+bd > ad + be. O

Ejemplo 1
Usando los axiomas de orden, pruebe que(ad + b(:'<@i a<byc<d.
o<b A ced
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Ejemplo 2
Demuestre que si 0 < a < b entonces a? < b

Solucién: Si a < b entonces b — a > 0. Por hipdtesis a > 0y b > 0, luego a +b > 0 (ya
que R* es cerrado bajo la suma). Como b—a >0y b+a > 0, entonces (b—a)(b+a) >0
(va que R es cerrado bajo el producto). La tltima desigualdad es equivalente a:

V¥ —a?>0 < b > d
como queriamos probar. [

Ejemplo 2

Demuestre que si 0 < a < b entonces a? < b2
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Ejemplo 3

Pruebe la desigualdad de medias (Media Geométrica < Media Aritmética):

\/@ga;—b

para cualquier a,b € Rcona >0y b > 0.
a+b

Solucién: Por contradiccién, supongamos que < vab. Note que a+b > 0 ya que a

a+b

y b son positivos, luego > (. Aplicando lo demostrado en el Ejemplo 2 obtenemos:

2
0<a;rb<\/E:> @<ab.

Desarrollando los términos obtenemos:
a? +2ab +b? < 4ab <= a®> —2ab+b* <0 <= (a—1)* <0,

lo cual es una contradiccién con el teorema que establece que (a —b)? > 0 para todo real.
O

Ejemplo 3

Pruebe la desigualdad de medias (Media Geométrica < Media Aritmética):

L+ b
ab<0+

para cualquier a,b € Rcona >0y b>0.
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Ejemplo 4
Demuestre que si 0 < a < by 0 < ¢ < d entonces ac < bd.

Solucion: Como a < by ¢ > 0, por el axioma O4 se obtiene que ac < bc. Como ¢ < d y
b > 0, por el axioma O4 se tiene que be < bd. Usando el axioma de transitividad (02) se
sigue que:

ac<bc y bc<bd = ac<bd. O

Ejemplo 4
Demuestre quesi0 <a<byO<c<d entoncesfa_a<@_clj
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Ejemplo 5

. a+b
Demuestre que si a < b, entonces a < 5 < b.

Solucion: Si a < b, entonces sumando a a ambos lados de la desigualdad por el axioma

03 se obtiene:
a+b
at+a<a+b — 2a<a+b— a< 5

Aplicando el mismo razonamiento, pero ahora sumando b en ambos lados de la desigualdad
a < b, obtenemos:

Gib<bib — atbe2 — TTO_

b
Combinando ambas desigualdades se concluye que a < % <b. I

Este resultado tiene una interpretacion geométrica natural: el punto medio entre a y b en
la recta real siempre se encuentra estrictamente entre ambos extremos.

Ejemplo 5

. a+
Demuestre que si a < b, entonces a < 5 <b.
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Ejemplo 6
Demuestre que para todo n € N se cumple que n? > n.
Solucidon: Separamos la demostracion en dos casos.

Caso 1: n # 1. Entonces n > 1y n > 0, lo que equivale an — 1 € Rt y n € R". Como
R™ es cerrado por multiplicacién, entonces:

n—1)neRt <= (n—-1)n>0 <& n*—n>0 < n*>n.

Caso 2: n = 1. En este caso 12 = 1, luego se cumple que 12 > 1.

=
Por la definicién de >, obtenemos de los casos 1y 2 que n? > n para todo n € N. [

Ejemplo 6

Demuestre que para todo n € N se cumple que n? > n.

+
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5 Resumen de Resultados Principales

A lo largo de esta guia hemos establecido los siguientes resultados fundamentales, todos
derivados de los cuatro axiomas de orden.

Axiomas base: el sistema R satisface tricotomia (O1), transitividad (O2), compatibilidad
con la suma (O3) y compatibilidad con el producto por positivos (O4).

Cerradura de R": la suma y el producto de niimeros positivos es positivo.
Equivalencia fundamental: « < b < b—a € R".

Cuadrados: para todo a € R se tiene a? > 0, con igualdad solo si a = 0.

Signo del inverso: el inverso de un positivo es positivo y el de un negativo es negativo.

Multiplicacién por negativo: al multiplicar una desigualdad por un nimero negativo,
el sentido se invierte.
a+b

5

Desigualdad de medias: para a,b > 0, se cumple vab <

a+b
Punto medio: si a < b, entonces a < % < b.



