co oot Rectas y Distancia Guia 1

Intro. al Calculo

Introduccion

Las rectas en el plano constituyen uno de los objetos geométricos méas fundamentales
del algebra y la geometria analitica. A partir de nociones elementales como la distancia
entre dos puntos y la inclinacién de una recta, se construye toda una teoria que permite
describir, clasificar y relacionar rectas mediante sus ecuaciones y propiedades métricas.
En este capitulo estudiaremos como medir distancias, como caracterizar la pendiente y la
inclinacién de una recta, las distintas formas de escribir su ecuacién, las condiciones de
paralelismo y perpendicularidad, y finalmente la férmula que permite calcular la distancia
de un punto a una recta.

Objetivos:

Comprender las definiciones de distancia entre puntos, inclinacién y pendiente de
una recta.

Manejar las distintas formas de la ecuacion de una recta: punto-pendiente, dos
puntos y forma general.

Identificar y aplicar los criterios de paralelismo y perpendicularidad entre rectas.
Calcular el dngulo entre dos rectas usando la funciéon tangente.

Aplicar la férmula de distancia de un punto a una recta en problemas concretos.
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1 Distancia entre dos puntos

Uno de los conceptos més basicos de la geometria analitica es la nocién de distancia
entre dos puntos del plano. Dados dos puntos Py(x1,y1) y Pa(x2,ys2), la distancia entre
ellos se obtiene directamente del teorema de Pitagoras aplicado al tridngulo rectangulo
que forman.

Definicién. (Distancia entre dos puntos) Sean Pi(x1,y1) v Py(22,y2) dos puntos en el
plano. La distancia entre P, y P, es

d(Py, Py) = /(1 — 22)* + (y1 — 42)2 -

Notacién. La distancia entre dos puntos P y @) se denota también por |PQ)|.

Ejemplo 1

Demuestre que el tridgngulo con vértices A(—2,3), B(6,1) y C(—2,5) es isdsceles.

Solucion: Calculamos las tres distancias entre los vértices:
|AB| = /(6 — (=2))2 + (1 — 3)> = V64 + 4 = V68 = 2V17.
AC) = V2= (DF+ G- = Vi +i=2.
IBC| = /(6= (=2))2 + (1 —5)2 = V64 + 16 = /30 = 4/5..

Como |AC| = 2 y queremos verificar si hay dos lados iguales, recalculamos con cuidado.
En efecto, |AC| = 2 y |BC| = 41/5, mientras que |AB| = 2/17. Nétese que |AC| # |AB]
y |AC| # |BC]|, por lo que revisamos: A y C tienen la misma coordenada z, asi que
|AC| = |5 — 3] = 2. Como |AB]*> = 68 y |BC|? = 80 y |AC|* = 4, el tridngulo tiene
|AB| # |BC| # |AC|. Sin embargo, si en cambio tomamos A(—2,3), B(6,1), C(—2,5) y
comparamos |AB| con |BC|:

|AB)* =68, |BC|* =80, |AC]*=4.

El triangulo es isésceles si dos lados son iguales. Aqui ningin par coincide en valor,
pero si se reemplaza el vértice C = (—2,5) y se verifica que |AB| = V68 y |OB| =
V(6 +2)2 + (1 —5)2 = /80, entonces el tridngulo no es isésceles con esos vértices. El
enunciado original del curso puede diferir en los datos; el procedimiento para verificar es
calcular las tres distancias y comprobar que al menos dos sean iguales.

Ejemplo 1

Demuestre que el tridngulo con vértices A(—2,3), B(6,1) y C(—2,5) es is6sceles.

d(B) = B+4* - B0 =4S
€ 5| dameETa . A8 =2l
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2 Inclinacién y pendiente de una recta

2.1 Inclinacion

La inclinacién de una recta es el angulo que forma con el eje x positivo. Mas precisamente:

Definicion. La inclinacion de una recta que interseca al eje x es el menor angulo, mayor
o igual a 0°, que forma la recta con la direccion positiva del eje x. La inclinacién de una
recta horizontal es 0.

De acuerdo con esta definicién, la inclinacion 6 de una recta satisface

0° <60 <180°, oenradianes, 0<6 <.

Una recta con inclinacion # < 90° se inclina hacia la derecha, mientras que una con
0 > 90° se inclina hacia la izquierda. Las rectas verticales tienen inclinacién 6 = 90°.

Xa) 9400

2.2 Pendiente

Definicion. La pendiente de una recta es la tangente de su inclinacion:

m = tan(f) .

Una recta inclinada hacia la derecha tiene pendiente positiva, pues la inclinaciéon es un
angulo agudo. La pendiente de una recta inclinada hacia la izquierda es negativa. Las
rectas verticales no tienen pendiente, pues 7/2 no esta en el dominio de la funcién
tangente.

Teorema. La pendiente m de una recta que pasa por dos puntos Pi(x1,11) y Pa(x2,y2)

es igual a
84 _ m:y2_y1, con Ty # xq .
A To — TI1

Ejemplo 2

Dados los puntos A(—1,—1), B(5,0), C(4,3) y D(—2,2), muestre que ABCD es un
paralelogramo.

Solucion: Para que ABCD sea un paralelogramo, basta verificar que los lados opuestos
son paralelos, es decir, que tienen la misma pendiente. Calculamos:
0—(-1) 1

TAB = ST ) T 6



2-(-1) 3

e s

Como map = mpc = %, los lados AB y DC' son paralelos. Como mpec = map = —3, los
lados BC' y AD también son paralelos. Por lo tanto, ABC'D es un paralelogramo. [J

Ejemplo 2

Dados los puntos A(—1,—1), B(5,0), C(4,3) y D(=2,2), muestre que ABCD es un
— —=
paralelogramo.

1 ARD o 'Faa{

A c AD/ BC A Dcl/ AR
» Y Mg =T = Mg v
L1 ompe = 6—' =M
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3 Ecuaciones de la recta

3.1 Definiciéon geométrica de recta

Definicién. Se llama recta al lugar geométrico de los puntos P(x,y) de un plano tales
que, para todo par de puntos P y P, de ella, las pendientes de PP, PP, y PP, son
iguales.

La igualdad de las pendientes implica la relacién

Yy—uh :Z/—y2 _ Y2 — Y1
T — T X — T Lo — X7

=m, I #xs.

3.2 Ecuacién punto-pendiente

De la relacion anterior se obtiene directamente la ecuaciéon punto-pendiente de la recta
que pasa por el punto P;(z1,y;) con pendiente m conocida:

y —yp =m(x —@i)|.

3.3 Ecuaciéon de la recta que pasa por dos puntos

Si conocemos dos puntos Pi(x1,y1) v Pa(@3,92), la ecuacion de la recta que los contiene
es

_Yo'=
Y-y = @-@)|
To — Tq

3.4 Forma general de la ecuacion de una recta

Definicién. Se llama forma general de la ecuacién de una recta a

| Az + By + C =0|

donde A, B y C son constantes reales con A - B # 0. Toda recta del plano admite una
ecuacion de esta forma.

Ejemplo 3

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (1, —3) y tiene pendiente m = —

DN | —

N

Solucién: Aplicamos la ecuacién punto-pendiente con (z1,y1) = (1, =3) y m = —=:

y—(8) =z 1)
11

R SRPURN S

=——r4+-—-3=—-x—_.

Y= 75" T3 27 7 3

En forma general, multiplicando por 2:

2y=—2r—-5 = z+2y+5=0.



Ejemplo 3

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (1, —3) y tiene pendiente m = 7%.
F'@ ] X, 1
S| - — =T=4 = —_— =T
3..@ 3 (x=1 343 Q:‘\-b St
==ly - ] } _
¥t = )c+13+>=0,,
Ejemplo 4

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (—1,2) y (3, —4).
Solucion: Calculamos primero la pendiente:

—4 -2 —6 3

"TITC) T 4T 2

Usando la ecuacién punto-pendiente con el punto (—1,2):

3 3
y—2= S (1) = 2@+ 1)

3
9 2.2
y v =3

S 392 3.y

= ——r — — = ——X J—
y=737 735

Multiplicando por 2 para obtener la forma general:

2y=-3z+1 = 32+2y—1=0.

Ejemplo 4

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos B—i_@ v (3, —4).
-6 -3

o = ‘( :‘2’




4 Rectas paralelas y perpendiculares

4.1 Rectas paralelas

Teorema. Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales:

Ly ||L2 < My = Msy.

Ejemplo 5
Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el punto (5,2) y es paralela a la recta
4o 4+ 6y +5=0.

Solucion: Primero obtenemos la pendiente de la recta dada despejando y:

4 5 2 5)

Su pendiente es m = —%. La recta buscada tiene la misma pendiente y pasa por (5,2):
2

—2=—(x-5
y 5(@=95)
2 10
_9—__Z e
Y 3x+ 3

2 n 10 ) 2 n 16

=——x+ — =——x+ —.
VTR 3773

En forma general, multiplicando por 3:

Jy=—-2r+16 =22+ 3y—16=0.

Ejemplo 5
Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el punto (5,2) y es paralela a la recta
4z + 6y +5=0. -
o = '1/3
Yy +63+ S=0
=2 - }
by=—Hx-S [6 g=2=m3 (=93
-2y- S
=x- 2 ~6= -
3; 3 z 3:) A+ 0

243y~ 16 =0/

-

4.2 Rectas perpendiculares
Teorema. Dos rectas inclinadas son perpendiculares si y solo si

ml-mgz—l,

1

es decir, las pendientes son reciprocas con signo opuesto: my = ——.
my



Ejemplo 6

Demuestre que los puntos P(3,3), Q(8,17) y R(11,5) son los vértices de un tridngulo
rectangulo.

Soluciéon: Calculamos las pendientes de los tres lados:

17—-3 14
M=y =g
5—17 —12
T
5-3 2 1
MPR= 11378 1

Verificamos si algtin par de lados es perpendicular:

mQR-mpR:(—4)- =—1.

Como mgr-mpr = —1, los lados QR y PR son perpendiculares, es decir, el 4ngulo recto
se ubica en el vértice R. Por lo tanto, el tridngulo PQR es rectangulo. [

Ejemplo 6

Demuestre que los puntos P(3,3), Q(8,17) y R(11,5) son los vértices de un tridngulo
rectangulo. A'S
N m —_ﬂ;(
' &
|
e g
gz — = ¥

Ejemplo 7

Encuentre la ecuacién de la recta que es perpendicular a la recta 4x + 6y +5 = 0 y que
pasa por el origen.

Solucion: De la recta dada ya sabemos que su pendiente es m; = —%. La pendiente de
la recta perpendicular es

En forma general: 3z — 2y = 0.



Ejemplo 7

Encuentre la gcuaciéu de la recta que es perpendicular a la recta 4z + 6y + 5 = 0 y que
pasa por el origen.

Y +64*S =0 me
- 3 -
bu=-4x -5 [:6 fen 1o o= 4-0= 50
Zy- s a2l
¢ e gy
m, 3 3/1 -J



5 Angulo entre dos rectas

Cuando dos rectas se intersecan, forman dngulos entre si. Es posible calcular estos angulos
usando las pendientes de las rectas.

5.1 Derivacion de la féormula

Consideremos dos rectas con inclinaciones@ y@ y sea ¢ el angulo que forma la segun-
da recta con la primera (dngulo medido desde la primera hacia la segunda en sentido
antihorario). De la figura se observa que

1-0, =0

Usando la identidad de la tangente de la diferencia de angulos:
tan(f,) — tan(6;) me — My
J— t =
n@ an@ ﬂ 1+ tan 81) tan(92) 1+ mi1Mmeo ’

donde tan(6y) = m; y tan(fz) = mo.

5.2 Teorema del angulo entre rectas

Teorema. Si ¢ es un dngulo entre dos rectas de pendientes m; y msy, entonces

mo — My

tan(g) =

1 + m1ms ’

donde my es la pendiente del lado terminal y m; es la pendiente del lado inicial.

Observemos que si 1 + mymgs = 0, es decir mymy = —1, la tangente no esta definida,
lo que corresponde a ¢ = 90°: las rectas son perpendiculares. Esto es consistente con el
criterio de perpendicularidad que ya conocemos.






6 Distancia de un punto a una recta

6.1 Definicion

Definicién. (Distancia de un punto a una recta) Sea L una recta y P(x1,%;) un punto
que no estd en L. Se define la distancia de P a L como la distancia entre P y el punto
Q, donde () es la interseccion de la recta que pasa por P y es perpendicular a L. Esta
distancia se denota d(P, L).

Geométricamente, d(P, L) es la longitud del segmento perpendicular que va desde P hasta
la recta L. Esta es la distancia minima entre P y cualquier punto de L.

[
s,
\,
~
N\,
N,

6.2 Formula de la distancia

Teorema. Sean P(x1, ;) un punto en el plano y L la recta de ecuacién general @z+byte—
0."Entonces, la distancia entre Py L es

_awy +bys + ¢

RPN

Demostraciéon. Supongamos que la recta no es vertical, es decir b # 0. Escribimos la
recta como y = mx +n donde m = —¢ y n = —. La recta que pasa por P(z1,%1) y es
perpendicular a L tiene ecuacion

1
y=——(x—21)+y.
m

Para encontrar el punto () de interseccién de ambas rectas, resolvemos el sistema

Yy = mr+n

1
y = ——(@—z1)+n
m

cuya solucién es

0 m(yy —n) +x1 miy, +ma; +n
1+m2 7 1+ m? '
Por definicién d(P, L) = d(P, Q). Calculando las diferencias de coordenadas entre Py Q:

Y1 — N — Mx mx;+mn-—1u



Por lo tanto:

(14 m?)? (T m2)? Vit

_¢

7 en esta expresion y simplificando se obtiene el resultado.

Reemplazandom = —3 yn =
O



6.3 Aplicaciones de la formula de distancia

Ejemplo 8

Encontrar la distancia del punto de interseccién de las rectas t —y—1 =0y x—2y+1 =0
a la recta 5z 4+ 12y — 13 = 0.

Solucion: Primero hallamos el punto de interseccion de las dos primeras rectas resolviendo

el sistema:
r—y—1 =0
r—2y+1 = 0

Restando la segunda ecuacién de la primera:

(z—y—1)—(z—2y+1)=0 = y—2=0 = y=2.

Sustituyendo en la primera ecuacion:

r—2—-1=0 — x=3.

El punto de interseccién es P(3,2). Ahora aplicamos la férmula de distancia a la recta
S5r+ 12y —13=0cona=5,b=12, c = —13:

12(2) — 1 1 24 —1 2 2
dppy_ BB T120) 18] 1542413 |26 6@

VB2 + 122 V25 +144 /169 13

La distancia es .

Ejemplo 8
Encontrar la distancia del punto de interseccién de las rectas t —y—1 =0y x—2y+1 =0
a la recta 5z + 12y — 13 = 0.
@ Ay =1 l_*' X-2 = -G
Y—‘)_n == !k =) LI S)(+f23‘/3 =0
5 =2l (9~
St2H-3
|53+ 12 -3l 26 /
d (’P'L\ = = = 2 Y/
“{st+ 12 3 _J’
ooty
L4l
Ejemplo 9

Encuentre la distancia entre las rectas paralelas 15x + 8y + 68 =0y 15x + 8y — 51 = 0.

Solucion: Para calcular la distancia entre dos rectas paralelas, elegimos cualquier punto
de una de ellas y calculamos su distancia a la otra recta. Tomamos un punto de la primera
recta 15z + 8y + 68 = 0. Hacemos z = 0:

68 17

By +68=0 = y=—2=—73.



El punto es P( , —g) Calculamos su distancia a la segunda recta 152 4+ 8y — 51 = 0 con
a=150=8, c= —51:

|15(0) +8(—%) —51]  [0—-68—51 |[—119] 119
V152 + 82 V225 + 64 V289 17

d

La distancia entre las rectas paralelas es 7]

Nota: En general, la distancia entre dos rectas paralelas axz + by +¢; = 0

Ejemplo 9

Encuentre la distancia entre las rectas paralelas 15x 4+ 8y 4 68 = 0 y 152 + 8y — 51 = 0.

b Sy B 68 -0 = (P~ gy — g g H T

Lyt Bxt 83 -St =0 - (07D
L= (sxr@n -St=9

(504878 -5l _ [
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