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Matematicas Discretas

Introduccion

La logica proposicional constituye el lenguaje fundamental de las mateméaticas. Cada
vez que demostramos un teorema, resolvemos una ecuacién o verificamos un algoritmo,
estamos aplicando —consciente o inconscientemente— las reglas de los conectivos 16gicos.
Comprender con precisiéon como se combinan las proposiciones y como se evalia su verdad
o falsedad es el primer paso para desarrollar el pensamiento matematico riguroso que exige
cualquier carrera de ingenieria o ciencias exactas.

Objetivos: En esta guia estudiaremos los bloques fundamentales del razonamiento logico:
desde la nocién de proposicion hasta las tablas de verdad de cada conectivo, pasando
por las proposiciones compuestas, las tautologias y las contradicciones. Cada concepto
se ilustra con ejemplos resueltos y se deja espacio para que el estudiante practique y
desarrolle su propio razonamiento.

= Comprender el concepto de proposicion logica y su valor de verdad.

= Identificar proposiciones simples y compuestas en contextos matematicos y cotidia-
nos.

= Dominar la definicién y tabla de verdad de cada conectivo légico: negacién, conjun-
cién, disyuncién, implicacién y equivalencia.

= Construir e interpretar tablas de verdad para proposiciones compuestas arbitrarias.
= Reconocer y demostrar tautologias y contradicciones mediante tablas de verdad.

= Aplicar los conectivos logicos en el andlisis de argumentos matematicos.

1 Proposiciones y Valores de Verdad

Definicion de Proposicion

Definicion. Una proposicion es una frase o expresion declarativa —mno necesariamente
matematica— que puede clasificarse sin ambigiiedad como verdadera o como falsa, pero
nunca ambas simultaneamente.

Si una proposicion es verdadera, decimos que su valor de verdad es V. Si es falsa,
decimos que su valor de verdad es F. Las proposiciones se denotan con letras mintsculas:

p7 Q’ T? S? AR
Es importante destacar que no toda oracion del lenguaje natural es una proposicion. Las

preguntas, las érdenes, los deseos y las exclamaciones no son proposiciones, pues no
tienen un valor de verdad definido.



Ejemplo 1

Solucion: A continuacion se clasifican varias expresiones segiin sean o no proposiciones,
y en caso de serlo, se indica su valor de verdad cuando es posible determinarlo.

= p: “La suma de los dngulos interiores de un triangulo es 180.” =- Es una propo-
sicion, su valor de verdad es V.

= ¢: “241=5." = Es una proposicion, su valor de verdad es F.
= “1 >0 = Es una proposicion, su valor de verdad es V.
» s: “Estoy estudiando ingenieria.” = Es una proposicién (su valor de verdad de-

pende del contexto, pero existe).

(: “Siéntate.” = No es una proposicién: es una orden, no una declaracién
verdadera o falsa.

= m: “;Cudnto mide este angulo?”” = No es una proposicién: es una pregunta.

‘Solo las frases declarativas con valor de verdad bien definido son proposiciones.

Proposiciones Compuestas

A partir de proposiciones simples es posible construir proposiciones compuestas me-
diante operaciones llamadas conectivos légicos. Los conectivos fundamentales son: la
negacion, la conjuncion, la disyuncién, la implicacién y la equivalencia. El valor de ver-
dad de cada proposicién compuesta queda completamente determinado por los valores de
verdad de sus componentes simples, lo cual se sintetiza en las denominadas tablas de
verdad.

Si p y q son dos proposiciones cualquiera, las combinaciones posibles de sus valores de
verdad son exactamente cuatro:
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Para cada par de valores, y segtin el conectivo utilizado, obtendremos un valor de verdad
para la proposicion compuesta resultante. Esta es la base de todo el calculo proposicional.



2 Los Conectivos Loégicos

Negacion

Definicién. (Negacién) Dada una proposicién p, su negacién, denotada p (también
escrita =p), es la proposicién que toma el valor de verdad contrario al de p. Su tabla de
verdad es:

p
V

F

< =S

En lenguaje natural, la negacion se expresa usualmente anteponiendo “no” a la proposicién
original, aunque a veces se requiere reformular la oraciéon para mantener la naturalidad
del lenguaje.

Ejemplo 2

Solucion: Se construyen negaciones de las siguientes proposiciones.

Sea p: “El nimero 7 es par.”  (valor de verdad: F)

Entonces p: “El nimero 7 no es par.”  (valor de verdad: V)

Sea ¢: “Todos los estudiantes aprobaron el examen.”  (valor de verdad: depende del
contexto)

Entonces §: “Existe al menos un estudiante que no aprobé el examen.”
Sea r: “x > 5.7
Entonces 7: “x < 5.7

Observar que la negacién de “mayor que” es “menor o igual que”, y viceversa. Esta regla
es fundamental en analisis de desigualdades.

‘T) tiene siempre el valor de verdad opuesto al de p.

Disyuncién

Definicién. (Disyuncién) Dadas dos proposiciones p y ¢, la disyuncién p V ¢ (“p o
q”, también llamado “o 16gico”) es la proposicién compuesta que es falsa tinicamente
cuando ambas proposiciones son falsas simultaneamente. En todos los demas casos
es verdadera.

plq|pVy L T
Viviv vv B
VIF| V v ¥ vV
F|V|I V T v v
E\F| F + ¥ | F

Noétese que el “o” logico es inclusivo: Vg es verdadero también cuando ambas son
verdaderas. Esto lo distingue del uso coloquial del “o” en espanol, que a veces es exclusivo.



Conjuncién

Definicién. (Conjuncién) Dadas dos proposiciones p y ¢, la conjuncién pAq (“py q”,
también llamado “gilégico” ) es la proposicion compuesta que es verdaderarinicamente
cuando ambas proposiciones son verdaderas simultaneamente. En cualquier otro
caso es falsa.
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La conjuncién exige que las dos condiciones se cumplan al mismo tiempo; basta que una
sea falsa para que el resultado sea falso.

Ejemplo 3
Solucidén: Sea p: “El nimero 6 es par” (V) y ¢: “El nimero 6 es primo” (F').
Se pide determinar el valor de verdad de p VvV q y de p A q.

Para la disyuncion: como p es verdadera, basta con eso para que p V g sea verdadera,
independientemente del valor de q.

pVqg: VVF=
Para la conjuncién: como ¢ es falsa, la conjuncién es falsa sin importar el valor de p.

PAq: V/\F:

Interpretacién: “El 6 es par o primo” es verdadero (porque si es par). En cambio, “El 6
es par y primo” es falso (porque no es primo).

Ejemplo 3
Solucién: Sea p: “El nimero 6 es par” (V) y ¢: “El nimero 6 es primo” (F').

Se pide determinar el valor de verdad de pV ¢ y de p A gq.

"p:v -pvg_=-V
ﬂ,-':F -p,\&-.?

(pva) VIPAY =V



Implicacién

Definicién. (Implicacién) Dadas dos proposiciones p y ¢, la implicacién pr=g se
lee “sipprentoncesyg’ (o bien “p implica ¢”). Es una proposicion condicional que esfalsa
unicamente cuando pres verdaderay giesfalsa. En cualquier otro caso es verdadera.

p=4q
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En la implicacién p = ¢, llamamos a p la hipétesis (o antecedente) y a ¢ la conclusién
(o consecuente). La intuicién es: una hipétesis verdadera no puede conducir a una con-
clusion falsa. Si la hipotesis es falsa, la implicacion es verdadera independientemente de
la conclusién (se dice que la implicacién es “vacuamente verdadera”).

Observacién importante. Los casos en que p es falsa y p = ¢ resulta verdadera suelen
causar confusién al principio. Pensemos en el ejemplo: “Si llueve, entonces me mojo.” Si
no llueve, la afirmacién no ha sido violada sin importar si me mojo o no; por lo tanto, la
implicacion se considera verdadera en ambos subcasos.

Ejemplo 4

2

Solucién: Analizar la implicaciéon: “Si n es un nimero par, entonces n° es un numero

7

par.
Sea p: “n es par” y q: “n? es par”.

Caso 1: n = 4. Entonces pes V y n? = 16 es par, asi g es V. La implicaciéon daV = V = V.
Caso 2: n = 3. Entonces p es F'y n? = 9 es impar, asi ¢ es F. La implicacién da

F=F=V.
Caso 3: n = 6. Entonces pes V y n? = 36 es par, asf g es V. La implicaciéon daV = V = V.

En todos los casos la implicacion es verdadera: esta es en realidad una propiedad de los
nimeros pares que puede demostrarse en general. Si n = 2k, entonces n? = 4k? = 2(2k?),
que es par.

p = q es falsa solo cuando pes V y q es F.

Ejemplo 4
Solucién: Analizar la implicacién: “Si n es un nimero par, entonces n? es un nimero
par.”
AR m= A
Lo I
§: e pe m¥= Hier = 2 (2eY)

P=y



Doble Implicacién o Equivalencia

Definicién. (Equivalencia) Dadas dos proposiciones p y ¢, la equivalencia o doble
implicacién p'& ¢ se lee “p si y solo si ¢”7 (o “p es equivalente a ¢”). Es verdadera
tnicamente cuando p y ¢ tienen el mismo valor de verdad.

P:m P2
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La equivalencia sintetiza la idea de que p y ¢ son “légicamente idénticas” en términos de
su valor de verdad: o ambas son verdaderas, o ambas son falsas. Nétese que p < ¢ puede
escribirse también como (p = ¢q) A (¢ = p), es decir, p implica ¢ y ¢ implica p.

Ejemplo 5

Solucién: Sea p: “z =37y ¢: “z? = 9”. Analizar p < q.

Siz=3:pesV yqesV (pues 9=9). Entonces p < ¢ da V.
Siz=-3:pes FyqesV (pues (—3)? =9). Entonces p < ¢ da F.

Esto nos dice que la afirmacién “z = 3 si y solo si 22 = 9” es falsa en general: aunque
toda raiz positiva de 2 = 9 es 3, también x = —3 satisface[zZ = 9. La doble implicacién
« . . , -
detecta con precision esta asimetria.
SUNCLLIA.

‘ p < q es verdadera <= p y ¢ tienen el mismo valor de verdad.

PR Peq ()
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3 Tablas de Verdad para Proposiciones Compuestas

Una proposicién compuesta puede involucrar multiples variables proposicionales y varios
conectivos anidados. Para construir su tabla de verdad de forma sistematica, se sigue el
siguiente procedimiento:

Si la proposicion contiene n variables proposicionales distintas, la tabla tendra 2" filas.
Se construyen columnas intermedias resolviendo la expresién desde los paréntesis mas
internos hacia los méas externos, aplicando en cada paso las definiciones de los conectivos.

Orden de precedencia de los conectivos (de mayor a menor):

1. Negacién: ~ o — » ap PEP
2. Conjuncién: A voFoF

: v ¥
3. Disyuncién: V PP

4. Implicacién: =
5. Equivalencia: <

Al igual que en aritmética, los paréntesis tienen la maxima prioridad y alteran el orden
natural.

Ejemplo 6

Construir la tabla de verdad de la proposiciéon compuesta ((p = q) V s) < (p A ¢), donde
P, ¢ y § son proposiciones simples.

Solucién: La proposicién tiene 3 variables, por lo que la tabla tiene 23 = 8 filas. Se
calculan columnas intermedias en el orden: p = ¢, luego (p = q) V s, luego p A ¢, luego
p A q, v finalmente la equivalencia de las dos expresiones anteriores.

Resultado

%

[V

La columna “Resultado” corresponde al valor de ((p = ¢q) Vs) < (pA¢q). Como no es
siempre V ni siempre F', esta proposicién no es tautologia ni contradiccion; es una
proposicion contingente.
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Ejemplo 6

Construir la tabla de verdad de la proposicién compuesta (@ Vs]< (pAq), donde
Ps ¢y s son proposiciones simples.
P 4 5 P29 (P2QIVS (PAD (1?,@ ((P=r9)VO) > (PAD
v VvV V \Y v \ e S
VF¥E F ¥ F v ¥
V F v F v F i 14 /
vV VF \Y \4 v ol ¥
F ¥V \V4 \ F \ v
¥ v F v \Y ¥ v v
TEFF % v T v v
F Vv v \ * v \Y
Ejemplo 7

Construir la tabla de verdad de pV (p A q¢) y determinar si es equivalente a p = ¢
comparando sus columnas de resultado.

Solucién: La proposicién tiene 2 variables, por lo que la tabla tiene 22 = 4 filas.

pla|P|lpAqg|PV(pPAg |p=>¢q
VIVIF| V % %
VIF|F| F F F
FlVI|V| F 1% 1%
FIF|V| F 1% 1%

Las columnas de pV (p A q) y de p = ¢ son idénticas fila a fila. Esto demuestra que:

pV(PAg = p=q

Es decir, ambas proposiciones son légicamente equivalentes: tienen el mismo valor de
verdad para cualquier combinacién de valores de p y q.

de verdad de 7V (p A q) y determinar si s cquivalente afp = ,,'
umnas de resultado.

P g P PAQ BVI(PAD FEQ
VFF T T+ F
vV v £ V v v
+ ¥ vV ¥ v v
¥F v vV ¢ /4 v

(Fverg) o (p=ry)



4 Tautologias y Contradicciones

Tautologias

Definicién. (Tautologia) Una tautologia es una proposicién compuesta que, sin im-
portar los valores de verdad asignados a las proposiciones simples que la constituyen, es
siempre verdadera.

Las tautologias son fundamentales en matematicas porque representan verdades logicas
universales, véalidas en cualquier contexto. Las leyes logicas més importantes son tauto-
logias.

Ejemplo 8

Verificar mediante tabla de verdad que p V p es una tautologia (Principio del Tercio
Excluido).

Solucion:

p|p|pVD
VIF| V
FlV] V

La columna de resultado es siempre V', independientemente del valor de p. Por lo tanto:

p V D es una tautologia.

Esta tautologia expresa el Principio del Tercio Excluido: toda proposicion o es ver-
dadera o es falsa; no existe una tercera posibilidad.

Ejemplo 9
Verificar que p = (p V q) es una tautologia.

Solucion:

plaq|pVag|p=(Vq)
VIV] Vv %
VIF| Vv 1%
FlV| V 1%
FIF| F 1%




La columna final es siempre V. Intuitivamente: si p es verdadera, entonces “p o ¢” también
lo es (pues al menos uno de los dos —concretamente p— es verdadero). Si p es falsa, la
implicacién es vacuamente verdadera.

p= (pV q) es una tautologia.

Ejemplo 9

Verificar que p = (p V q) es una tautologia.
P 9 PV 93 P> l?vgp
vV Vv Vv v
v v v nu‘blv‘g"’l
1 v \' v
¥¥ =+ V2

Ejemplo 10

Verificar que (p < q) < (¢ < p) es una tautologia (conmutatividad de la equivalencia).

Solucion:

peqlgeop| (peq) < (@ep)

=
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v
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Las columnas de p < g y ¢ < p son idénticas, por lo que su equivalencia es siempre
verdadera. Esto demuestra que la equivalencia es conmutativa.
Cpn.&\ 4 LQ'\'\»

(p < q) < (¢ & p) es una tautologia.

Ejemplo 10

Verificar que (p < q) € (q < p) es una tautologfa (conmutatividad de la equivalencia)

P q | PErg  aeP | (PArg)<r 3P

vV v v v v
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Contradicciones

Definicién. (Contradicciéon) Una contradiccién es una proposicién compuesta que,
sin importar los valores de verdad asignados a las proposiciones simples que la constituyen,



es siempre falsa.

Las contradicciones son tan importantes como las tautologias: identificar que una propo-
sicién es una contradiccion equivale a demostrar que es imposible que sea verdadera, lo
cual tiene aplicaciones directas en las demostraciones por reduccién al absurdo.

Observacidén. Si @ es una tautologia, entonces @ es una contradiccién, y viceversa.
Ejemplo 11
Verificar que p A p es una contradiccién (Principio de No Contradiccién).

Solucion:

p
%

F
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PAD
F
F

La columna de resultado es siempre [, independientemente del valor de p. Por lo tanto:

p A D es una contradiccion.

Este es el Principio de No Contradiccién: ninguna proposicion puede ser verdadera y
falsa al mismo tiempo. Es imposible que p y su negacién sean simultaneamente verdaderas.



